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Zusammenfassung

Genaue Kenntnis der Spannungen und Verformungen in passiven Komponenten gewinnt
man mit detailierten inelastischen FEM Analysen. Die lokale Beanspruchung 1"at sich aber
nicht direkt mit einer Beanspruchbarkeit im strukturmechanischen Sinne vergleichen. Kon-
zentriert man sich auf die Frage nach der Tragf ahigkeit, dann vereinfacht sich die Analyse.
Im Rahmen der Plastizit'atstheorie berechnen Traglast- und Einspielanalyse die tragbaren
Lasten direkt und exakt. In diesem Beitrag wird eine Implementierung der Traglast- und
Einspiels-atze in ein allgemeines FEM Programm vorgestellt, mit der die Tragf ahigkeit pas-
siver Komponenten direkt berechnet wird. Die benutzten Konzepte werden in Bezug auf
die “ubliche Strukturanalyse erl autert. Beispiele mit lokal hoher Beanspruchung verdeutli-
chen die Anwendung der FEM basierten Traglast- und Einspielanalysen. Die berechneten
Interaktionsdiagramme geben einen guten Uberblick “Gber die m6glichen Betriebsbereiche
passiver Komponenten. Die Traglastanalyse bietet auch einen strukturmechanischen Zu-
gang zur Kollapslast riRbehafteter Komponenten aus hochz'ahem Material.

NOMENKLATUR

b \Volumenlast ag, G Formzahlen

n “auBerer Normalenvektor B, Bimit, Bsp  Last—, Traglast und Einspielfaktor
p Oberfl'achenlast € aktuelle Dehnung

p1, P2, P(t) Lasten el elastische Dehnung

9,09, Py, Ty Referenzlasten eP, ef plastische Dehnung und deren Rate
Dsd Einspieldruck el Temperaturdehnung

wp Dichte der plast. Dissipationsenergie Ly 1, 2 Parameter

t Zeit PP Eigenspannung und deren Rate

X Ortsvektor p; diskrete Eigenspannung

C; diskrete Gleichgewichtsbedingungen p zeitunabhangige Eigenspannung
D,L Lochradius, Scheibenl"ange o aktuelle Spannung

E Elastizit atstensor @, Oy FlieR—, Bruchspannung

Jo zweite Invariante des Spannungstensors o ? fiktive elastische Spannung

N, M Normalkraft, Biegemoment ob diskrete fiktive elastische Spannung
NG,NV Anzahl der GauBBpunkte und Lastecken o1, Nenn-, gemittelte Normalspannung
P, P,,P,,s aktueller und elastischer Druck P FlieRfunktion

T Temperatur Q, 00 Struktur und deren Rand

T, T, Innere und “auBere Temperatur L Lastbereich

443 maximale plast. Dissipationsenergie



1 Einleitung

Hochbeanspruchte passive Komponenten lassen sich gerade im Anlagenbau oft erst bei Ausnut-
zung des Uberelastischen Bereiches wirtschaftlich betreiben. Daher beruht das Regelwerk hier
auch auf einer inelastischen Spannungsbewertung. Bereits die Aufspaltung in Primar— und Se-
kundarspannungen ist ein Konzept, das im elastischen Bereich keine Bedeutung hat. Alle lokal
linear superponierbaren Spannungen tragen gleich zum Erreichen der FlieRgrenze bei. Jenseits
dieser Grenze existiert kein begrenzender Stoffwert zur Kennzeichnung der Beanspruchbar-
keit einer (innerlich) statisch unbestimmten Struktur. Deshalb muB eine Spannungsberechnung
nach Regelwerk bewertet werden. Die Richtlinien zur Bewertung der mit 3-D Finite Element
Analysen berechneten Spannungsresultierenden bleiben in der Diskussion [?].

Insbesondere die bliche von elastisch berechneten Spannungen ausgehende Bewertungs-
praxis stellt eine schwer begriindbare Extrapolation dar [?]. Dieser Umweg wird unnotig, wenn
man die Tragfahigkeit mittels der Finite Elemente Methode (FEM) direkt berechnen kann. Der
Beitrag beschreibt einen solchen Weg, der in das FEM-Programm PERMAS implementiert
wurde [?]. Die erste Implementation im Rahmen eines begonnenen Forschungsvorhabens be-
schrankt sich auf idealplastisches Stoffverhalten. Die Erweiterung auf verfestigendes Material
wird einen der nachsten Schritte darstellen.

1.1 Einordnung in den Rahmen bestehender Bewertungsmethoden

Plastische Spannungsbewertung beruht heute implizit auf der Traglast- und Einspielanalyse
einfacher Modellprobleme fiir idealplastisches Material [?], [?]. Diese geht - in ihrer klassi-
schen Formulierung im Rahmen der geometrisch linearen Theoriet - von dem Konzept kriti-

scher Strukturzustande (in Bild 1 dargestellt) aus:
e Unbeschrénktes Flie3en ist kritisch, weil es sofort zum plastischen Kollaps fiihrt. Lasten

unterhalb der Traglast (limit load) sind in diesem Sinne unkritisch.

e Inkrementeller Kollaps durch Akkumulation plastischer Dehnungen Uber aufeinander-
folgende Lastzyklen (Ratchetting) und plastische Ermudung (Low Cycle Fatigue, LCF)
durch alternierende Plastifizierung sind kritisch, weil sie zum Strukturversagen fiihren,
wenn dieser Betriebszustand nicht verlassen wird. Lasten unterhalb der Einspiellast
(shakedown load) sind in diesem Sinne unkritisch.

Diesen Versagensarten lassen sich zeitabhangige Festigkeiten zuordnen, wie es in Bild 2 fir
einen Zugstab unter reiner Schwellbeanspruchung dargestellt ist. Bei Belastung durch die Zug-
spannung o, erfolgt der Kollaps. Aber auch bei zyklischer Uberelastischer Last erfolgt ein
Sofortausfall innerhalb weniger Zyklen durch plastische Ermidung (LCF). Fir ein Bauteil ist
der Betriebs- oder Zeitfestigkeitsbereich auf den Bereich beschréankt, in dem die Komponente
elastisch einspielt. Auch bei anfanglicher lokaler tberelastischer Beanspruchung kann die Le-
bensdauer anhand einer (experimentell aufgenommenen) Wohlerlinie ermitteln werden, wenn
man zeigt, dal} weder LCF noch Ratchetting auftreten [?]. Die FlieBspannung ist die Einspiel-
last der statisch bestimmten Komponente Zugstab (siehe Bild 10). Die Einspielgrenze ist nur so
scharf, wie es das Konzept einer FlieRgrenze erlaubt, die das elastische vom plastischen Werk-
stoffverhalten trennt. Man kann auch ohne dieses Konzept eine Plastizitétstheorie aufbauen.
Wir bleiben hier im Rahmen der technischen Plastizitatstheorie. Bei Werkstoffen, die zyklisch

tGeometrisch nichtlineare Theorien werden in [?] untersucht.
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Abbildung 1: Bree-Interaktionsdiagramm fir dinnwandige Rohre

stark ver— oder entfestigen, sind Einspielanalysen anhand der zyklisch stabilisierten Stoffwerte
durchzufihren.

Aus einer inkrementellen Traglast—Berechnung eines Abzweigs (fuir eine genaue Analyse sie-
he [?]) erhdlt man eine Druck—Dehnungskurve (siehe Bild 3). Es ist der aufgebrachte Druck
uber der maximalen Vergleichsdehnung im Stutzenpunkt A aufgetragen. Die x— und y—Achse
sind jeweils auf die elastische Vergleichsdehnung im Punkt A und auf den elastischen Druck
normiert. Die Bauteilkurve (Bild 3) kann analog zur Werkstoffkurve (o, e—Diagramm) interpre-
tiert werden, wenn man die elastische Grenze mit der AnfangsflieRspannung oy und die Traglast
mit der Bruchspannung o, identifiziert.

Nach Belastung bis Flie3beginn wird der Innendruck bis auf den doppelten elastischen
Innendruck gesteigert. Danach wird der Abzweig vollstdndig ent— und wiederbelastet. Die-
ser Ent— und Belastungsteil verlauft parallel zur urspriinglichen elastischen Gerade. Darauf-
hin wird die Struktur weiterbelastet. Die Ent— und Belastung hat darauf keinen Einfluf3, so
dal? der Kollapsdruck unabhdngig von der Lastgeschichte ist. Die nach der Entlastung ver-
bleibenden plastischen Dehnungen korrespondieren mit den verbleibenden Eigenspannungen.
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Abbildung 2: Betriebsfestigkeit des Zugstabes fiir Schwellbeanspruchung

Eigenspannungen, auch herstellungsbedingte, haben keinen Einflul auf die Traglast sind also
Sekundéarspannungen ([?], siehe dazu auch die Experimente von Maier—Leibnitz [?]). Ganz
entsprechend ist auch der Werkstoffwert o, eindeutig bestimmt und unabhédngig von der Last-
geschichte. Die Kraft beim Bruch einer Zugprobe ist ihre Traglast. Die Traglastanalyse liefert
nicht die Dehnungen beim Kollaps. Dehnungen und Verschiebungen héngen bei Zugstab und
bei der Komponente (Bild 3) offensichtlich von der Lastgeschichte und von Eigenspannun-
gen ab. Selbst wenn alle Bedingungen genau bekannt sind, sind diese kinematischen Grofen
mit zunehmend flacher verlaufender Belastungskurve ungenauer bestimmbar. Die statischen
GroRen sind die technisch wichtigeren Kennwerte. Das gilt fir den Werkstoffwert o, ebenso
wie fur den Bauteilkennwert 3;;,,;; (Traglastfaktor). Bei starker Anndherung an diese Gren-
zen ist ausreichende Duktilitat des Werkstoffs nachzuweisen oder es muf3 von abgeminderten
Festigkeitskennwerten ausgegangen werden.

Die Spannungsbewertung tbertragt die fir sehr vereinfachte Modelle bekannten Trag- und Ein-
spiellasten auf wesentlich kompliziertere technische Problemstellungen. Die nichtlineare Span-
nungsinteraktion von Priméar- und Sekundarspannungen wird in Bild 1 in der Ebene der me-
chanischen und thermischen Umfangsspannungen im idealplastischen diinnen Rohr unter kon-
stantem Innendruck und unter Thermozyklen dargestellt (Ldngsspannungen wurden von Bree
konservativ vernachléssigt [?]). Das Interaktionsdiagramm ist ein regelgerechter Weg zur Be-
wertung der Spannungen in einer speziellen Komponente im Hinblick auf die genannten \Versa-
gensarten.

Die Grenze zum plastischen Kollaps in Bild 1 zeigt die allgemeingiltige Aussage, dal
Warmespannungen Sekundarspannungen sind, weil die Traglast von ihnen unbeeinfluf3t ist.
Insbesondere die Traglastgrenzen sind fir typische Strukturelemente des Apparatebaus for-
melmaRig aufbereitet worden [?]. Trotzdem bleibt die Spannungsbewertung wichtiger Elemen-
te wie BehélterabschliiRe, Rohrverzweigungen und -kriimmer in der Diskussion [?],[?], [?].
Nicht unerwéhnt soll die Bedeutung der Traglastanalyse in der bruchmechanischen Spannungs-
bewertung hochzédher Werkstoffe bleiben. Dies mag ein Zitat aus [?] verdeutlichen:

.» ...1f toughness is sufficiently high, fracture mechanics ceases to be relevant to the problem
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Abbildung 3: Druck—Dehnungskurve fiir Punkt A des Abzweigs (Bauteilkurve)

because failure stress is insensitive to toughness: a simple limit load analysis is all that is re-
quired to predict failure stress in a material with very high fracture toughness.” Die Zwei—
Kriterien—Methode bendtigt die Traglasten von RiBkonfigurationen, um den gesamten Bereich
vom Sprodbruch bis zum Kollaps des Ligaments zu beschreiben [?].

2 Traglast und elastisches Einspielen

Die statischen Satze der Traglast— und Einspielanalyse sind in den Spannungen formuliert und
ergeben ein mathematisches Maximierungsproblem fir sichere Lasten. Die maximale sichere
Last ist bei Ausschlu3 von Strukturkollaps die Traglast und bei Vermeidung von Ratchetting
und LCF die (elastische) Einspiellast. Demgegeniber sind die kinematischen Sétze in kinema-
tischen GroRen formuliert. Sie definieren ein mathematisches Minimierungsproblem fir unsi-
chere Zustande und fiihren zu einer dualen Formulierung fir die obere Schranke der Trag— und
Einspiellast. Jede zulédssige Losung des statischen Satzes ist eine untere, jede Losung des kine-
matischen Satzes eine obere Schranke fir die sichere monotone bzw. variable Last (siehe [?]).
Nach dem Dualitatssatz (siehe z. B. [?]) ist die groRte untere Schranke gleich der kleinsten obe-
ren Schranke, so dal} die exakte Losung beliebig genau erreicht werden kann. Um konservative
Losungen zu erhalten, werden nur die statischen Sétze angewandt.



Satischer Traglastsatz

Eine elasto—plastische Struktur kollabiert nicht unter einer monotonen Last, wenn
sie im statischen Gleichgewicht ist und die FlieRfunktion nirgends verletzt ist. Die
Traglast ist die maximale sichere Last.

Satischer Einspielsatz:

Eine elasto—plastische Struktur versagt nicht plastisch (durch LCF oder Ratchet-
ting) unter einer variablen Last, wenn sie im statischen Gleichgewicht ist, die FlieR3-
funktion nirgends verletzt ist und alle plastischen Dehnungsanderungen verschwin-
den, d.h. tlirgo " (t) = 0. Die Einspiellast ist die maximale sichere Last.

Der Unterschied zwischen rein elastischem Verhalten und elastischem Einspielen kann nur bei
Kenntnis der gesamten Belastungsgeschichte erkannt werden, da sich die Struktur bei elasti-
schem Einspielen irgendwann rein elastisch verhdlt. Ausgehend von den Grundgleichungen
der technischen Plastizitétstheorie werden Traglast- und Einspielsatz zur direkten Berechnung
tragbarer Lasten als Optimierungsproblem mathematisch formalisiert.

Die gegebene Struktur Q besteht aus Materialpunkten, die durch ihre Ortsvektoren x €
reprasentiert werden. Die Bewegung eines materiellen Punktes x in der Zeit ¢ wird durch die
Verschiebung u(x, t) beschrieben. In der hier vorausgesetzten geometrisch linearen Theorie
besteht eine lineare kinematische Beziehung zwischen den Verschiebungen u und den Dehnun-
gen ¢ in jedem Punkt x € 2. Diese Dehnungen kdnnen additiv in elastische, plastische und
thermische Dehnungen zerlegt werden:

e=e"+eP + €. (1)

Fur ein elastisch, ideal plastisches Material treten plastische Dehnungen e nur dann auf, wenn
eine Fliefunktion ® eine materialabhangige FlieRspannung o erreicht. Hier wird die von
Mises FlieBfunktion mit der zweiten Invarianten .J, des Spannungstensors o gewahit:

®(0) = 3J, < oy (2)

Weiterhin wird Stabilitat im Sinne des Druckerschen Postulats gefordert, d.h. die Arbeit einer
angreifenden Kraft an den Dehnungsénderungen soll nicht negativ sein:

(0 —o%)E> 0. 3)

o ist eine Spannung, die die FlieRfunktion erfullt. Daraus folgt, daR die FlieRfunktion durch
® = o2 ein konvexes Gebiet begrenzt (siehe [?]).

Fur einen monoton wachsenden Lastfaktor 5 lauten die notwendigen Bedingungen fiir
einen sicheren Zustand der Struktur €2 mit dem Lastrand 052, dem duf3eren Normalenvektor n,
der Flie3funktion @, der Volumenlast Sb und der Oberfldchenlast Sp:

b(o) < 02 inQ (4)
dive = Bb inQ ()
on = f[p auf 09,. (6)

Der grolitmogliche Faktor, der diese Bedingung erfillt lautet Traglastfaktor £;;,.;; = max S.
Dies flihrt zu einem mathematischen Optimierungsproblem in der statischen Grole o:

max [ (7)
unter  Erflllung von Bedingung (4) — (6). (8)



Bei zeitlich veranderlicher Belastung wird die Spannung o in eine fiktive elastische Spannung
o und in eine Eigenspannung p zerlegt:

oc=0c"+p. 9)

o? = E : e sind Spannungen, die in einem unendlich elastischen Material auftraten, so daR
die Eigenspannungen p aus den plastischen Deformationen resultieren. Die Eigenspannungen
p erfillen die homogenen statischen Gleichgewichtsbedingungen:

divp =0 in (10)
pn =0 auf 09Q,. (11)

Ein mogliches Kriterium fir das elastische Einspielen einer Struktur aus elastisch, ideal plasti-
schem Material ist, daB die plastischen Dehnungsraten &” und damit die Eigenspannungsraten
p fur eine gegebene Belastung P(¢) = (b, p) im Lastbereich £ verschwinden:

lim €”(x,t) = 0,
t—00
tllglo p(x,t) =0, Vx e Q. (12)

In jedem untersuchten Versagensmechanismus existiert ein Punkt x €  fiir den die Gleichun-
gen (12) nicht erfullt sind. Das heift, es existiert mindestens ein Punkt x fiir den die Dichte der
plastischen Dissipationsenergie w,

i
wy(x, 1) = / o (x,7)el (x,7) dr (13)
0

im Laufe der Zeit tber alle Schranken wachst. Um die Moglichkeit des lokalen Materialversa-
gens zu verhindern muf3 zusatzlich die maximal mogliche plastische Dissipationsenergie
W,(x) = Jlim wy(x,t) < ¢(x) (14)

in allen Punkten x € € beschrankt bleiben. Zu dieser erweiterten Theorie siehe Konig in [?].
Folgender statischer Einspielsatz gilt [?], [?]:

Satz (Melan):

Existiert ein Faktor 5 > 1 und zeitunabhéngige Eigenspannungen p(x) mit
[p:E:pdQ < oco,sodal firalle Lasten P(t) € £
Q

O[Bo”(x,t) +p(x)] <oy  VxeQ (15)
erfullt ist, so wird die Struktur unter dem Lastbereich £ elastisch einspielen.

Der grofite Wert s, der den Satz erfiillt heif3t (elastischer) Einspielfaktor (shakedown—factor).
Ziel der Traglast— und Einspielanalyse ist die Berechnung von f;;,,;: und von SBsp. Dies fuhrt
zu dem mathematischen Optimierungsproblem

max [ (16)
unter  ®[Bo”(x,t) + p(x)] < o2 Vx € ) (17)
divp(x) =0 Vx € () (18)

px)n =0 Vx € 06),. (19)



Da das Druckersche Postulat vorausgesetzt wurde, ist dies ein konvexes Maximierungsproblem,
so dal ein lokales Maximum des Problems auch das globale Maximum ist (siehe z.B. [?]). Da-
her fihrt der Satz zu einem eindeutig berechenbaren Einspielfaktor. Das Problem hat mit den
Materialpunkten unendlich viele Nebenbedingungen, welche durch eine FE Diskretisierung re-
duziert werden. Durch die Einspielanalyse erhdlt man einen begrenzenden sicheren Lastbereich
in dem die Lasten mit beliebiger Lastgeschichte variieren konnen. Im Allgemeinen sind diese
Lastbereiche konvexe Polyeder. Fallen alle Ecken dieser Polyeder in einem Punkt zusammen,
so charakterisiert dieser die monotone Belastung der Struktur, so dafl die Traglastanalyse ein
Spezialfall der Einspielanalyse ist.

Bei hoher Temperaturbelastung konnen Effekte auftreten, die bei Raumtemperatur kaum
eine Rolle spielen (z.B. Kriechen und temperaturabhdngige FlieBspannung). Hier wird nur eine
Erweiterung der statischen Satze flir temperaturabhéangige Flielspannung angegeben, wobei
angenommen wird, dal die Gestalt der Fliefliche nicht von der Temperatur abhangt. Die
FlieRspannung sei eine monoton fallende Funktion der Temperatur 7', d.h.

(I)(O') S O'S(T) und 0'0(T1) S 0'0(T2) i T1 Z TQ. (20)

Kann die Temperaturabhangigkeit des E—-Moduls vernachldssigt werden, so 1403t sich der stati-
sche Einspielsatz erweitern (siehe [?], [?]):

Satz:

Existiert ein Faktor 5 > 1 und zeitunabhéngige Eigenspannungen p(x) mit
Jp:E:pdQ < oco,sodalfiralle Lasten P(¢) € £
Q

O[Bo” (x,T,t) + p(x)] < 0p(T) Vx e (21)

erfullt ist, so spielt die Struktur unter dem Lastbereich £ elastisch ein.

3 Diskretisierung und Optimierung

Aufgrund der Schwierigkeit unendlich viele Nebenbedingungen zu erfullen wird die Struktur in
Finite Elemente mit NG GauBpunkten 7 diskretisiert. Das FE—Programm PERMAS berechnet
die lastabhangigen elastischen Spannungen o (¢) nach der Verschiebungsmethode (siehe [?]).
Die diskretisierten homogenen Gleichgewichtsbedingungen der diskreten Eigenspannungen p;

lauten (siehe [?] und [?])
NG

> Cip;=0. (22)

i=1
Dies ist die diskrete Formulierung der Gleichungen (18) und (19). Die Eigenspannungen p;
bilden damit einen linearen Vektorraum. Die Belastung P(¢) wird als Konvex—Kombination
der NV Lastecken P(j) des konvexen Lastraumes £ betrachtet, so daf die Nebenbedingungen
(17) nur noch in diesen Lastecken Uberprift werden missen (siehe [?] und [?]). Mit den dis-
kretisierten fiktiven elastischen Spannungen o () zur Lastecke P(5) lautet die diskretisierte
Fassung von Gleichung (17):

®[Baf(j)+p) <ol i=1,...,NG, j=1,...,NV. (23)



Die Unbekannten des diskreten Problems sind der Lastfaktor 5 und die zeitunabhangigen Ei-
genspannungen p,. Durch direkte Ansétze der Eigenspannungen erhdlt man jeweils untere
Schranken fir den optimalen Lastfaktor, z. B. kann jede thermische Spannung als Eigenspan-
nung angesetzt werden (siehe [?]). Bei rein mechanischen Problemen miiRte dazu aber zusétz-
lich eine thermische Rechnung erfolgen. Weiterhin ist nicht immer klar, wie das thermische
Problem aussehen sollte, damit es mechanische Lasten gut représentiert. Deshalb werden die
Eigenspannungen hier wie in [?], [?], [?] aus den mechanischen Lasten Uber eine plastische
Gleichgewichtsiteration berechnet.

Allgemein ist die diskretisierte Einspielanalyse fir ein realistisches FE—Modell ein sehr
grolRes Optimierungsproblem. Mittels einer Basisreduktionstechnik im Eigenspannungsraum
kann die Anzahl der Unbekannten so reduziert werden, dal® nur noch wenige (4 bis 7) betrach-
tet werden missen (siehe [?], [?] und [?]). In jedem Reduktionsschritt wird das Problem mit
Hilfe des SQP—\Verfahrens geldst (siehe [?] und [?]). Die Basisreduktion wurde in einer un-
veroffentlichten Arbeit von Prager vorgeschlagen und von Shen in [?] und von Zhang in [?]
weiterentwickelt.

4 Beispiele

Als erste Anwendung der FEM basierten Traglast- und Einspielanalyse werden Beispiele mit
lokal hoher Beanspruchung untersucht fiir die teilweise analytisch gewonnene Ergebnisse zum
Vergleich vorliegen. Alle Berechnungen wurden auf derselben Workstation mit PERMAS IV
durchgefihrt (siehe [?]). Die Rechenzeiten bewegen sich zwischen dem 2 bis 10-fachen einer
elastischen Analyse. Das ist ein Bruchteil der inelastischen Analyse der volistéandigen Lastge-
schichte. Zudem wird bei der direkten Tragfahigkeitsanalyse kein numerischer Fehler tiber die
Lastzyklen akkumuliert ([?]).

4.1 Quadratische Scheibe mit kreisrundem Loch

Zuerst wird eine quadratische Scheibe mit kreisrundem Loch unter zweiachsiger Zug/Druck—
Belastung p; und p, untersucht. Fur unterschiedliche Verhéltnisse D /L wurden fir po = 0
und p = p; Traglast— und Einspielanalysen durchgefuihrt. Aus Symmetriegriinden wird ein
Viertel der Scheibe mit 200 ebene 9—knotige Membranelemente (QUAMY) diskretisiert (siehe
Bild 4). Die Elementspannungen werden in den 4 Ecken der Elemente untersucht, so dal? man
800 Knotenspannungen zur Verfiigung hat.

Die Ergebnisse fir die Scheibe unter einachsiger Zugbelastung (p; = p, p» = 0) sind in Bild
5 festgehalten. Dabei sind die elastische, Einspiel— und Traglast iber den unterschiedlichen
Quotienten D/L aufgetragen. Fur D/L — 0 konvergiert die elastische Belastung gegen die
analytische Ldsung der unendlichen Scheibe mit rundem Loch, d. h. p/oy = 1/3 bei FlieR-
beginn (siehe z.B. [?]: Problem von Kirsch). Altere Einspielrechnungen fiir die Lochscheibe
sind in [?] zusammengestellt. Fir D/L — 1 konvergiert sie gegen 0. Die Traglasten fir die
unterschiedlichen Geometrien stimmen gut mit den bekannten analytischen Schranken iberein
(siehe [?], [?] und [?]) Fur D/L = 0.2 fallen untere und obere Schranke zusammen, so daf man
die exakte analytische LOSUNg pyimi = (1 — D/L)og = 0.80, erhélt (siehe [?]). Die CPU—Zeit
fur eine Traglastanalyse ist etwa 10mal kiirzer als fiir eine plastische inkrementelle Rechnung.
Die Traglast ist nach 10 Unterraumiterationen mit einem Fehler von 1% erreicht.
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Abbildung 4: FE—Netz der Scheibe mit Belastung und VermafRung
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Abbildung 5: Elastische, Einspiel- und Traglast der Scheibe unter einachsiger Zugbelastung



-------- Elastische Grenze

Einspielgrenze
— Traglastgrenze

Abbildung 6: Interaktionsdiagramm der quadratischen Scheibe fur D/L = 0.2

Folgende Lastbereiche wurden bei der Einspielanalyse untersucht.

1. Beim zweiachsigen Zug kdnnen py, p, > 0 unabhédngig voneinander variieren:

0< m < Burd, 0<mu <1
0< po < Buapy, 0< py <1.

2. Bei Zug— und Druckbelastungen konnen p; > 0 und p, < 0 unabhédngig voneinander
variieren:

0< pr < Buap?, 0<m<l
0> po> PBuaph, 0< 2 <1,

p? und pY sind Referenzbelastungen.

Die elastische Grenze ist durch den Punkt bestimmt, in dem die Scheibe zuerst fliel3t. Die un-
terschiedlichen Teile der elastischen Grenzkurve sind im Interaktionsdiagramm (Bild 6) durch



die anfanglichen FlieBpunkte A, B und C gekennzeichnet. Bild 6 stimmt sehr gut mit den Er-
gebnissen in [?] Uberein. Dort wurde jedoch das zum FlieBpunkt A gehdrende Segment in der
elastischen Grenze nicht angegeben.

Bei variabler Belastung versagt die Scheibe lokal in den Punkten B oder C. Die Teile der Ein-
spielgrenze sind durch ihren Versagenspunkt markiert. Bei der Zug/Druckbelastung stimmen
anfanglicher FlieBpunkt und Versagenspunkt tiberein und der Einspielfaktor bezogen auf die
elastische Losung ist ndherungsweise gleich 2. Dies stimmt mit der analytischen Losung von
Zhang [?] Uberein. Zusammenfassend kann gesagt werden, dal} die Struktur zwischen Ssp und
Brimir 1IN allen untersuchten Belastungen lokal durch alternierende Plastifizierung (LCF) versagt.

4.2 Flachstab mit AulRenkerbe

Als zweites Beispiel wird ein Flachstab mit einer AuRenkerbe unter Zug— und Momentenbe-
lastung N und M untersucht. Fur unterschiedliche Verhdltnisse D /L wurde die Traglast— und
Einspielanalyse fur reinen Zug (M = 0) durchgefiihrt. Im untersuchten Beispiel gilt h = 1.5L.
Fur diese Rechnungen wurde aus Symmetriegriinden je nach Lastfall nur ein Viertel oder die
Hélfte des Stabes (siehe Bild 7) untersucht. Die untersuchten Modelle haben 200 ebene 9—
knotige Membranelemente (QUAM9). Die Elementspannungen werden in den 4 Ecken der
Elemente untersucht, so da 800 Knotenspannungen zur Verfligung stehen. Die Ergebnisse fir
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Abbildung 7: FE—Netze des gekerbten Flachstabes fur D/L = 0.5 mit Belastungen

die Zugbelastung sind in Bild 8 festgehalten. Dabei sind die elastische, Einspiel— und Traglast
uber den Quotienten D /L aufgetragen. Fir das Verhéltnis D/L = 0.5 ergibt sich nach [?] die
Formzahl

a = 2779 _ 1498
OnL




bezogen auf die Nennspannung o,z (gemittelte Normalspannung) im engsten Querschnitt L
(Ligament). o,,4. ist die maximal auftretende Vergleichsspannung im Kerbgrund. Aufgrund
des Verhéltnisses D/L = 0.5 lautet die Formzahl bezogen auf den ungeschwéchten Querschnitt
ar = 2.996. Die elastische Grenzspannung bei reinem Zug ergibt sich zu g5 = 0.330¢; Im
Kerbgrund ist eine ca. 3—fache Spannungserhohung vorhanden. Die mit der FEM berechnete
elastische Grenzlast lautet o5 = 0.3109.

Bis zu einem Verhdlnis D/L = 0.4 ist der Einspielfaktor bezogen auf die elastische Grenze
bei reiner Zugbelastung naherungsweise gleich 2, der Stab versagt durch LCF. Fir groRere
Verhdltnisse fallen Einspielfaktor und Traglastfaktor zusammen, so dafl keine Erhdhung tber
die Einspiellast hinaus moglich ist.

N /N,
1+~
I N
08 S — - Treglet
~ . —e— Einspiellast

T --+-- Elastische Last
0.6

0.4+

0.2+

| | | | | |
02 04 06 08 1 D/L
Abbildung 8: Elastische, Einspiel— und Traglast des gekerbten Flachstabes unter Zugbelastung

Fir das Interaktionsdiagramm in Bild 9 wurde ein Flachstab mit dem Verhéltnis D/L = 0.5
untersucht. Im Lastbereich der Einspielanalyse konnen das Moment M und die Zugbelastung
N unabhéngig voneinander variieren

0< M < BuiMy, 0<m <1
0< N BusNo, 0< e <1

Die elastische Grenze ist in beiden Lastféllen linear von den Proportionalitatsfaktoren zwischen
M, und N, abhdngig. Zum Vergleich zeigt Bild 10 das Interaktionsdiagramm fiir den unge-
kerbten Stab. Fur die elastische Grenze, Einspiel— und Traglastgrenze eines ideal plastischen
Balkens mit rechteckigem Querschnitt 183t sich nach [?] herleiten:

M N
Elastisch : =1- 24
astische Grenze M o (24)
M N
Einspiel : =min<s1, 2(1— 2
inspielgrenze e mln{ , ( Nel)} (25)
M 3 N\?
Traglastgrenze: =—11- ( ) 26
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Abbildung 9: Interaktionsdiagramm des gekerbten Flachstabes mit D/L = 0.5

Bei reiner Biegung wie auch bei reinem Zug kann der ungekerbte Stab keine Uberelastischen
zyklischen Lasten ertragen. Ein statisches reines Biegemoment kann dagegen bis zum 1.5—
fachen der elastischen Beanspruchung getragen werden.

A
M/IMg T e Elastische Grenze
— Einspielgrenze
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'
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Abbildung 10: Interaktionsdiagramm des Rechteckbalkens als Modell fiir den ungekerbten
Flachstab



4.3 Dunnes Rohr

Als drittes Beispiel wird ein Modell des unendlich langen diinnen Rohres untersucht. Das Rohr
mit dem Radius r und der Wandstérke s mit s/r = 0.1 ist an beiden Enden abgeschlossen (siehe
Bild 11). Das Rohr wurde durch ein rotationssymmetrisches 4—knotiges Element (QUAX4)

Ta iS

s

Abbildung 11: Dinnes Rohr unter Innendruck und Temperaturbelastung

diskretisiert. Es ist durch Innendruck P und durch ein achsensymmetrisches quasi—statisches
Temperaturfeld 7" belastet. Dabei ist T = T; — T, gesetzt, mit linearem Temperaturverlauf
zwischen der Innentemperatur 7; und der AulRentemperatur 7,,. Fir 7; = T, und P = 0 sei
das Rohr spannungsfrei. Wir beschrénken uns auf temperaturunabhéngige Materialdaten (E—
Modul, Querkontraktionszahl und Flieispannung).

Folgende Lastbereiche werden untersucht:

1. Der Druck P und die Temperatur T; variieren simultan mit einem Proportionalitatsfaktor
(ein—parametrische Belastung):

0< P< Buk, 0<u<l1
0< T; < Buly, 0<p<L

Py und Ty sind jeweils ein Referenzdruck und eine Referenztemperatur.

2. Der Druck P und die Temperatur 7; variieren unabhangig voneinander (zwei—
parametrische Belastung)

0< P< BmbPy, 0<pu <1
0< T; < By, 0< pup <1.

Im Interaktionsdiagramm (Bild 12) sind die Einspielgrenzen fur die unterschiedlichen Bela-
stungen aufgetragen. Bei proportionaler Belastung ist der Einspielfaktor gleich 2, bis der In-
nendruck den Kollapsdruck erreicht hat. Bis dahin versagt das Rohr an der Innenseite durch
LCF. Ubersteigt der doppelte elastische Innendruck jedoch den Kollapsdruck, ist keine weitere
Drucksteigerung moglich. Da die thermischen Spannung Eigenspannungen sind, haben sie kei-
nen Einfluf auf den Kollapsdruck. Der analytische elastische Druck ist P,,s; = 0¢/9.98 und
der analytische Traglastfaktor fur den Innendruck ist 5;;,,.;: = 1.0983, so dal’ der Kollapsdruck



--------- Elastische Grenze
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Abbildung 12: Interaktionsdiagramm des diinnen Rohres

etwa 10 % Uber dem elastischen Druck liegt (siehe dazu z. B. [?]). Bei geringer thermischer
Last kann die mechanische Last (iber Die Last P — el bei FlieBbeginn ohne thermische Last
ist bei proportionaler Belastung niedriger als mit kleiner thermischer Zusatzlast. Allerdings
liegt die Traglast dann nur noch etwa 3 % Uber der elastischen Losung. Im zweiten Lastfall
fallen die elastische Grenze und die Einspielgrenze sogar teilweise mit weniger als 1% Diffe-
renz zusammen. In [?] werden analoge Ergebnisse erhalten. Das Interaktionsdiagramm (Bild
12) unterscheidet sich jedoch wesentlich von dem Bree—Diagramm [?] fiir das unendlich diinne
Rohr unter statischem Innendruck und zyklischen thermischen Lasten.

5 Zusammenfassung und Schluf3folgerung

Die Ubliche FEM-Analyse ermittelt aus gegebenen Belastungen sehr genau den Spannungs-
und Verformungszustand einer Komponente. Daran wird die Belastbarkeit beurteilt, indem die



Spannungen mit zuldssigen Werten verglichen werden. Diese Bewertung beruht implizit auf
Traglast- und Einspielanalysen einfacher Modellprobleme und ist daher oft sehr konservativ.
Die direkte Traglast- und Einspielanalyse geht den umgekehrten Weg. Sie berechnet die Be-
lastbarkeit des Bauteils aus den Festigkeitskennwerten des Werkstoffs. Dieses inverse Problem
stellt die eigentliche Aufgabe der strukturmechanischen Bauteilbewertung dar. Der direkte Weg
scheiterte bislang daran, daR daftir keine geeignete FEM Software entwickelt worden ist. In dem
Beitrag wird eine erste Entwicklung FEM basierter Traglast- und Einspielanalysen fir ein all-
gemeines FEM Programm vorgestellt. Inelastische Analysen werden in der FEM als lineares
Gleichungssystem formuliert und iterativ gelost. Traglast- und Einspielanalysen fiihren dage-
gen auf grol3e nichtlineare Optimierungsprobleme, die erst implementiert werden missen und
die nicht ohne ,, Tricks* l6sbar sind.

Die Beispiele typischer Komponenten zeigen, daR sich die Aufgabe mit der FEM sehr
genau und effektiv 1osen 1aRt. Details von Lastgeschichte und Stoffgesetz werden nicht bendtigt.
Traglast- und Einspielanalysen berechnen jedoch nicht die Deformationen bei Kollaps oder bei
Ratchetting.

Die Traglast- und Einspielanalyse tbertrdgt die Festigkeitskennwerte Bruchspannung und
FlieBspannung auf die Bauteilkennwerte Traglast und Einspiellast (bzw. auf die zugehorigen
Lastfaktoren). Diese Kennwerte wurden in Interaktionsdiagrammen dargestellt. Damit wird ein
Uberblick {iber die Tragfahigkeit des Bauteils im Lastraum gewonnen, der ginstige Betriebs-
bereiche der Komponente aufzeigt. In vielen Féllen ist der nutzbare {iberelastische Bereich
wesentlich groRer als der elastische Bereich. Viele Komponenten lassen sich erst durch Nutzen
dieser Erweiterung wirtschaftlich betreiben. Dies gilt insbesondere bei der Interaktion priméarer
und sekunddrer Spannungen. Ebenso kann man in den Interaktionsdiagrammen erkennen, daf3
sich aufwendige inelastische Analysen der Lastgeschichte kaum lohnen, wenn Trag- und Ein-
spiellast nur unwesentlich groRer als die Last bei FlieRbeginn sind. Die direkte Berechnung der
Tragfahigkeit bedeutet einen Fortschritt in der Sicherheitsanalyse passiver Komponenten. Dazu
liefert die Traglastanalyse auch ein strukturmechanisches Verfahren zur Beurteilung ribehaf-
teter Bauteile aus zdhem Material.

In zukinftigen Arbeiten soll die Anwendbarkeit des Verfahrens auf sehr groRe FEM-
Modelle und auf verfestigendes Material erweitert werden. Der Ausbau zur probabilistischen
Traglast- und Einspielanalyse soll einen weiteren Schwerpunkt bilden. Die Erweiterung auf
groRe Verformungen bleibt eine Herausforderung.



