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1 Einleitung

Auslegung und Bemessung von passiven Komponenten im Anlagenbau und im Maschinen-
wesen erfolgen heute verstarkt nach plastischen Grenzzustanden. Das neue europaische Re-
gelwerk fur Druckgerate enthalt die Vorschlage des European Pressure Equipment Research
Council (EPERC) zum Design-by-Analysis (DBA) mittels Einspielanalysen u.a. mit dem Ziel
eines Ausschlusses von Ratchetting und damit einer Begrenzung der fortschreitenden plasti-
schen Deformationen [15]. Herkommliche Regelwerke, wie der ASME Code, versuchen, plasti-
sche Einflusse naherungsweise im Sinne der Traglast- und Einspieltheorie aus einer elastischen
Spannungsanalyse durch Extrapolation abzuschatzen. Die Probleme mit den dabei benutzten
Spannungskategorien werden in [15] ausfuhrlich diskutiert.

Zukunftig werden FEM-basierte Einspielanalysen fur DBA benotigt, mit denen sich auch fur
komplexe Strukturen eine gleichmaldige Sicherheit nachweisen lasst. Auf idealplastisches Ma-
terial und einfache Lastfalle eingeschrankt, wurden Einspielanalysen in [15] auf verschiedene
Druckbehalterprobleme angewandt. In dem europaischen Projekt LISA wird eine sehr allgemei-
ne Traglast- und Einspielanalyse fur verfestigendes und geschadigtes Material mit dem FEM-
Programm PERMAS entwickelt [14]. Zur Absicherung der Einspieltheorie fur fortschrittliche
Werkstoffmodelle mangelt es bisher an Versuchen mit zyklischen, mechanischen und thermi-
schen Lasten an der Grenze zwischen elastischem Einspielen und Ratchetting. In [11] und [7]
werden Zweistab- bzw. Mehrstabexperimente ahnlich wie das Bree-Problem [9], untersucht.
Sie reprasentieren einfache mechanische Modelle fur Rohre und Behalter unter Innendruck und
Temperaturgradient Uber die Wanddicke. Die in diesem Beitrag vorgestellten Versuche zielen
auf die Angabe einer Einspielgrenze, unterhalb der Versagen durch Ratchetting nicht unterstellt
werden muss.

In [5] wurde ein Verfahren angewandt, das auf der Basis der FEM-Diskretisierung direkt ohne
Spannungsermittlung die Trag- und Einspiellast duktiler Strukturen fur ideal plastisches Mate-
rialverhalten berechnet. Dieses Verfahren konnte in [4] auf kinematisch verfestigendes Material
erweitert werden. Im vorliegenden Beitrag erfolgt im zweiten Abschnitt die Beschreibung eines
hierzu durchgefuhrten Versuches. Im dritten Abschnitt werden die theoretischen Grundlagen
zur FEM-basierten Einspielanalyse fur kinematisch verfestigendes Material dargelegt. Weiter
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werden die experimentellen Ergebnisse mit den Ergebnissen aus der Einspielanalyse und einem
einfachen Kriterium zur Bewertung der Versuche vorgestellt.

2 \Versuchsaufbau und experimentelle Ergebnisse

2.1 Probengeometrie und Materialeigenschaften

Das hier gewahlte Material ist der haufig fur Druckbehalter benutzte ferritische Stahl
20MnMoNi 5 5. Die chemische Zusammensetzung ist in Tab. 1 angegeben.

Tabelle 1: Chemische Zusammensetzung von 20MnMoNi 55 (%)

C Si Mn P S Cr Mo Ni V
0.24 0.24 1.38 0.002 0.002 0.09 0.51 0.8§0.01

Die Proben wurden aus einem 500 mm x 1000 mm Block gefertigt. Die Geometrie und die
Dimensionen sind in Abb. 1 dargestellt. Um die mechanischen Eigenschaften des Materials
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Abbildung 1: Geometrie und Dimensionen der Proben

zu charakterisieren, wurde eine Spannungs-Dehnungs-Kurve durch einen ein-achsigen Zugver-
such auf einem servohydraulischen INSTRON 1343 Versuchsstand generiert (Abb. 2). Der
Versuchsstand wird Uber eine LEBOW Lastdose kontrolliert. Die axialen Dehnungen wurden
mit einem INSTRON Extensometer aufgezeichnet und auf einem PC 486 mit CASYLAB 5.0
Software ausgewertet. Zusatzlich wurde der Verdrehwinkel aufgezeichnet.

2.2 Beschreibung von Belastung und experimentelle Ergebnisse

Das Verfestigungsverhalten des Materials wurde unter monotoner Belastung bestimmt, Abb.
3 gibt die entsprechende Spannungs-Dehnungs-Kurve. Die gewonnenen mechanischen Eigen-
schaften des Materials sind in Tab. 2 dargestellt. Angegeben sind die untere Streckgyienze

die ZugfestigkeitR,,, der E-Modul E und die Querkontraktionszahl
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Tabelle 2: Materialeigenschaften aus ein-achsigem Zugversuch

REL Rm E v
485 N/'mm? 631 N/mn?  2.07 - 10° N/mm? 0.3

Abbildung 2: Versuchsaufbau
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Abbildung 3: Spannungs-Dehnungs-Kurve
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2.3 Biaxiale Zug-Torsionsversuche

Das Einspiel- bzw. Ratchetting-Verhalten der Proben wurde mit Zug-Druck-Versuchen unter
zyklischer, axialer Spannungskontrolle untersucht. Vorab wurde eine direkte Einspielanalyse
mit kinematisch verfestigendem Materialgesetz zur Bestimmung der Grenze zwischen Einspie-
len und Ratchetting bei Zug-Torsionsbelastung durchgefiihrt (siehe Abschnitt 4.4). Zur Verifi-
zierung dieser Einspielgrenze wurden 10 Versuche mit unterschiedlichen Zugmittelspannungen
und konstanten Momenten durchgefuhrt. Die unterschiedlichen Belastungen sind in Tab. 3
dargestellt. Die Mittelzugspannungen sind in Tab. 3 angegeben, fiur alle Experimente wurde
eine Schwingbreite votrAc = 1 KN gewahlt. Die bleibenden Dehnungen und der bleibende
Verdrehwinkel sind in Tab. 3 angegeben. Abb. 4 und Abb. 5 zeigen deutlich zyklisches Krie-
chen. Unter konstantem Torsionsmoment wachst der Verdrehwinkel, weil der Zug zykliert. Bei
unbeschranktem Anwachsen des Winkles kommt es zum inkrementellen Kollaps. Elastisches
Einspielen bedeutet, dass der Winkel einen Grenzwert annimmt, weil alle plastischen Vorgange
abklingen.
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Abbildung 4: Belastung und Verformung fur Experiment 2

Das Ergebnis der Einspielanalyse ist im Rahmen der klassischen Plastizitatstheorie von der
Lastgeschichte unabhangig. Deshalb konnten die Proben aus Experiment 1 und 3 in Expe-
riment 9 und 10 weiterverwendet werden. Probe Nr. 8 wurde im ersten Lastschtiit kisi

Uberlastet. Nach einer Stabilisierungsphase wurde die Probe mit der angegebenen Lastgeschich-
te belastet, so dass die verbleibenden Verformungen um die anfangliche Verformung reduziert
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werden milssen, um das Ratchetting-Verhalten zu bestimmetutiidastung war geringer als
die Traglast der Probe, so dass das Ratchetting-Verhalten der Probe weiter dominiert.

Tabelle 3: Belastung, Verformung und Verdrehwinkel der Experimente

Experiment 1 2 3 4 5 6 7 8! 9 10
Zug [KN] 17 15 16 10 18 21 17 20 18 5
Moment [Nm] 7 21 14 28 17 4 24 14 3 32
Anzahl Zykeln 150 100 100 71 100 100 200 200 200 200
Winkel [°] 10,6 25.0 161 249 229 106 439 257 4.7 10.9
axiale Dehnung 0.11 0.097 0.313 0.931 0.786 2.362 1.075 1.328 0.092 0.077

1 AnfanglicheUberlastung auf 22 kN.
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Abbildung 5: Belastung und Verformung fur Experiment 4
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3 Theorie und numerische Ergebnisse

3.1 Allgemeine Einspielanalyse (Shakedown Analysis)

Je nach Belastung kann eine Struktur unterschiedliche Strukturantworten zeigen. Bei zeitvari-
anten Lasten kann die Struktur zusatzlich zum Kollaps plastisch versagen durch:

¢ Inkrementellen Kollaps bei Akkumulation plastischer Dehnungen in aufeinanderfolgen-
den Lastzyklen (auch Ratchetting, progressive Plastifizierung, zykligghmeshen” ge-
nannt),

e plastische Ermiuidung bei alternierender Plastifizierung in wenigen Lastzyklen (auch Low
Cycle Fatigue (LCF), plastisches Einspielen genannt).

Die Struktur versagt dagegen plastisch nicht, wenn schlief3lich alle plastischen Dehnungen ab-
klingen und die dissipierte Energie endlich bleibt. Man sagt, die Struktur passt sich der Bela-
stung an oder sie spielt elastisch ein.

Von einer LastP(t) = (q(t),p(t)) ist der zeitliche Verlauf oft nicht bekannt. Bekannt ist
aber meist, dass sie nur in einem bestimmten konvexen Befevehniiert. £ ist typisch durch
Amplituden oder zulassige Grenzen gegebenVistie Anzahl der unabhangigen Belastungen
Py, ..., Py, (z.B. mechanische, thermische Last), so lassen sich alle L&tenc £ durch
Ny, erzeugende Lasten darstellen

P(t) = M()Py+ ...+ Ay, ()P, 0< (1) < 1. (1)

Die Tragfahigkeit ist bei VergroRerung vahum den Faktorr > 1 durch Ratchetting, LCF

oder Kollaps erschopft. Die Einspieltheorie analysiert nur den eingespielten Zustand. Die Ein-
spielsatze beantworten die Frage, wann die Struktur aus duktilem Material plastisch sicher ist
und wann nicht.

Nach einem statischen Kriterium spielt eine Struktur unter einem Lastrawm, wenn zu

jeder Belastung i ein zulassiges Spannungsfeld gefunden werden kann, das mit dieser Last
im Gleichgewicht steht. Ein Spannungsfeld heif3t zulasig, wenn es die Flie3bedingung mit der
FlieRfunktion F erfullt. Es reicht dieUberpriifung der Einspielbedingungen in den Lastecken
Pl,...,Pj,...,PNL mltP] = (qj7pj):

Statischer Satz Uber das Einspielen:

Eine StrukturV” spielt unter einem Lastraum’ ein, wenn zu jeder BasislastP
ein zulassiges Spannungsfetd gefunden werden kann, welches mit der Last;
im Gleichgewicht steht. In Formeln:

F(O'J) < oy in ‘/, jzl,...,NL
—diVO'j = agq; in V: ] = ,...,NL
no,; = ap; auf 8Vp, j = 1,...,NL. (2)
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Diese Formulierung gilt unabhangig vom Materialgesetz. Fur ideal plastisches Materialverhal-

ten istoy gleich der Streckgrenze zu setzen. Fur kinematisch verfestigendes Material bleibt

auch weiterhin die Forderung nach dem Gleichgewicht zwischen Belastung und auftretender
Spannung erhalten. Die Forderung nach Erfullung der FlieBbedingung ist jedoch aufwandiger
als fur ideal plastisches Material. Der statische Satz liefert eine sichere untere Schranke fur die
Tragfahigkeit einer Struktur. Eine obere Schranke gewinnt man mit dem kinematischen Satz
[14].

3.2 Kinematische Verfestigung

Die lineare kinematische Verfestigung lasst sich nach Melan mit einer nicht messbaren inneren
Variablen als Verschiebung der Anfangsflie3flache im multiaxialen Lastraum um den Verfesti-
gungstensofr (Backstresp

Flo —x| =0, (3)

darstellen [8]. Das Innere der FIierIac{m | Flo —m| < 05} ist der elastische Bereich, wel-
cher durch die Fliefunktiof’ und die FlieRspannung, bestimmt ist. Hier wird die von Mises
FunktionF[o] = 3o” : o” mit der deviatorischen Spannuag’ benutzt.

Abbildung 6: Zweiflachenmodell der beschrankten kinematischen Verfestigung, ein- und mehr-
achsig unterhalb der Sattigung.

Bei realen Werkstoffen wird die Spannuagdurch die Zugfestigkeif?,, begrenzt. Daher ist

die Verschiebung der Anfangsfliel3flache nicht unbeschrankt. Die Verfestigung ist beschrankt,
wenn sich die Anfangsflie3flache nur innerhalb einer Verfestigungsflache im Spannungsraum
verschieben kann. In einem einfachen Modell wird eine nach Grof3e und Lage unveranderliche
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Grenzflache in Form der von Mises Funktion angesetzt
Flo] = o2 (4)

Als Grenzspannung, wird bei voller Ausnutzung der Verfestigung,, angenommen. Der
verschobene elastische Bereich verbleibt stets in der Verfestigungsflache und jede Spannung
in diesem Bereich ist genau dann erreichbar, wenn gilt:

Fln] < (04 —0,)%. (5)

Es gibt detailliertere Verfestigungsmodelle. Details der Verfestigung sind jedoch fur die Fra-
ge, ob eine Struktur einspielt oder ob sie etwa durch Ratchetting plastisch versagt, teilweise
ebenso unerheblich wie die Details der Lastgeschichte. Mit unendlich vielen Mikroelementen
im Overlay-Modell kann man die Spannungs-Dehnungs-Kurve eines Werkstoffes genau nach-
bilden. Man kann aber fur das Overlay-Modell zeigen, dass das Einspielverhalten ausschlief3-
lich durcho, und o, bestimmt wird [4], [16]. Das liegt daran, dass die Einspielanalyse nur
die Versagensgrenzzustande untersucht. In theoretischen Arbeiten wurde inzwischen auch ei-
ne Einspieltheorie fur nichtlineare kinematische Verfestigung nach Armstrong/Frederick, bzw.
Lemaitre/Chaboche entwickelt und auf zyklische Torsion bei konstantem Zug angewandt [1],
[13].

3.3 Einspielsitze fur kinematisch verfestigendes Material

Die statischen Satze der Einspielanalyse sind in den Spannungen formuliert und ergeben ein
mathematisches Maximierungsproblem fir sichere Lasten. Die maximale sichere Last ist bei
Ausschluf3 von Ratchetting und LCF die elastische Einspiellast. Jede zulassige Losung des
statischen Satzes ist eine untere Schranke fur die sichere variable Last. Eine elasto—plastische
Struktur versagt nicht plastisch (durch LCF oder Ratchetting) unter einer variablen Last, wenn
sie im statischen Gleichgewicht ist, die Flie3funktion nirgends verletzt ist, alle plastischen Deh-
nungsanderungen verschwinden, dmo ¢P(t) = 0 sowie die totale plastische Dissipation

beschrankt bleibt: .
W, = / /U(X, t): eP(x, t)dxdt < occ. (6)
0V
Der Unterschied zwischen rein elastischem Verhalten und elastischem Einspielen kann nur bei
Kenntnis der gesamten Belastungsgeschichte erkannt werden, da sich die Struktur bei elasti-

schem Einspielen irgendwann rein elastisch verhalt. Der erweiterte statische Einspielsatz fur
beschrankte kinematische Verfestigung kann wie folgt formuliert werden [4], [16]:

Existieren ein zeitunabhangiges Backstressfgtd) mit
Flr(x)] < (0u(x) — 0,(x))*, (7)
ein Faktora > 1 und ein zeitunabhangiges Eigenspannungg#éid, so dass
Flao®(x,t) + p(x) — m(x)] < 0y (x) (8)

gilt fur alle LastenP(¢) € £ und fur alle Materialpunkte, so spielt die Struktur
elastisch unter dem gegebenen Lastbergiem.
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Der maximale Faktot,, fur den die Bedingungen des Satzes gelten Heiifigpielfaktor Die-
ser statische Ansatz fuhrt zum konvexen Optimierungsproblem

unter  Flao”(x,t) + p(x) — w(x)] < 07 (x) Vx eV
Flr(x)] < (0u(x) —0,(x))*  Vx€eV
div p(x) =0 VxeV
p(x)n=20 Vx € 9V, (9)

mit unendlich vielen Nebenbedingungen, welche durch FEM-Diskretisierung auf endlich viele
reduziert werden konnen. Degeneriert der allgemeine Lastbefeicheinem einzelnen Punkt,

so erhalt man die Formulierung der Traglastanalyse als Spezialfall. Dieser Fall entspricht dem
der ideal plastischen Traglastanalyse mitals begrenzender Spannung. Fir ideal plastisches
Materialverhaltend{, = o,), verschwinden die Backstresses Die urspringliche Formulie-

rung fur unbeschrankte Verfestigung nach Melan [8] ergibt sich aus der obigen Formulierung
durcho, — oo.

3.4 Diskretisierung und Optimierung

Die fur das Kontinuum formulierten Traglast- und Einspielsatze lassen sich mit der FEM dis-
kretisieren oder wie es vielfach durchgefiihrt wurde, gleich fur eine diskretisierte Struktur her-
leiten. Die StrukturV wird fur die FEM in NE Finite Elemente mit den Gauss-Punkten
x;, 1 = 1,..., NG diskretisiert. Die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems werden
nur in den Gauss-Punkten Uberpruft.

Die Anzahl der Gauss-Punkte ist in der Regel fur industrielle Anwendungen sehr grol3, so dass
die dazugehorigen Optimierungsprobleme nur durch effektive Losungsalgorithmen handhab-
bar sind. Eine Methode zur Losung solcher Probleme isBdigis-Reduktions-Method8],

[4], [16]. Sie verallgemeinert die in der Optimierungstheorie [2] wohlbekannte Optimierung
entlang eindimensionaler Suchrichtungen (z.B. Abstiegsverfahren). Bei der Basis-Reduktions-
Methode wird, statt der Optimierung in der gesamten Menge der zulassigen Losungen, iterativ
in niedrig-dimensionalen Teilraumen der zulassigen Menge gesucht. Die Basen der Teilraume
werden durch das allgemeine Finite Element Programm PERMAS [5], [10] erzeugt. Das Basis-
Reduktions-Verfahren fur ideal plastisches Material [3], [16] wurde in [4] auf kinematisch ver-
festigendes Material Gibertragen.

4 Analytische and numerische Ergebnisse

Jede Versuchsprobe besteht aus einem Hohlzylinder welcher mit konstantem Moment und al-
ternierender Zugbelastung beansprucht wurde. Dazu passend wurden analytische Untersuchun-
gen fur den hohlen Teil der Proben, d.h. fur ein Rohr mit Innenra@liusnd AuRenradiugz,
durchgefuhrt.
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4.1 Elastisches Materialverhalten

Bei reiner Torsion und Achsensymmetrie verschwinden die Normalspannungen und es stellt
sich ein reiner Schubspannungszustafd = oy, ein. Die elastischen Spannungen bei einem
konstanten Momemt/, sind am Radius durch

() = 000,70 i (1) = 2 00)

gegeben. Die elastischen Schubspannungen erreichen am Aul3eitagius mm bei Innen-
radiusR; = 2.4 mm ihr Maximum:
2M.R, M,

_ _ _ 11
Trmax T(Ra) W(Ré _ R;L) 87.5 mm? ( )

mit der von Mises Vergleichsspannuipr,.... Fur die FEM-basierte Einspielanalyse ist das
Rohr inn Elemente diskretisiert. Das FEM Modell benutzt auf dem Umfang 16 Elemente, so
dass nach der FEM-Rechnung das FlieBen des Rohes fiard85 N/mnv bei

M¢ = 23.20 Nm, (12)

anfangt, was hinreichend mit dem analytischen Weéft= 24.5 Nm tbereinstimmt. Die Dif-
ferenz geht auf den Querschnittsverlust bei der FEM-Diskretisierung zurick.

Bei zusatzlicher Zugbelastung hat die von Mises FlieRfunktfdormit den Spannungen
o = (0,,09,0.,7)1 im Zylinderkoordinatensystem die folgende Gestalt:

F(U) = 03 + 03 + 03 — 0,09 — 0,0, — 0p0, + 372. (13)

Die in der gesamten Struktur konstanten elastischen Spannungestehen mit der Zugkraft
N im Gleichgewicht,

N

oN = (O,O,O'N,O)T und oN = m.

(14)
Fur die Spannungeay und o, zu Zug N, = aN und konstanter Momentenbelastuhgf

gilt:
Flaoy +oy) = (aoy)? + 372 (15)

Die maximale Vergleichsspannung wird demnach am auf3eren Ramureicht, so dass bei
konstantem Moment/, bei der ZuglastV, das Fliel3en einsetzt mit:

_ 02— 37(R,)?
N, =a,N mit o, = . (16)
ON

Die Spannungskomponenten vaefy und o, sind unabhangig, so dass der elastische Bereich
fir o, = 485 N/mm? bei Normierung aufi/¢ = 23.25 Nm undVe = 15.60 kN einen 1/4-Kreis
bildet.
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4.2 Traglastanalyse

Das analytisch maximal zulassige Mometit,,, und die analytisch maximal zulassige Zugbe-
lastungN;,,, fur ideal plastisches Material mit der Flie3spannutg= 485 N/mn? sind mit
der vollplastischen Stutzziffer,, [6] gegeben durch:

- ()’
M = e __ 4 Ra e __ e
o= gy MS = ——T M = 1.20MC = 27.98 Nm, (17)
S (&)
NP2 = w(R2 - R})o, = 15.62kN, (18)

was exakt mit den numerischen Werten tibereinstimmt. Fur kinematisch verfestigendes Material
mit der Zugfestigkeitr, = 631 N/mm* mit dem Streckgrenzenverhaltnig/o, = 1.3 gilt

Ml = o, o, MPE, = 1.3MPE, = 36.37 Nm, (19)
Ni™ = g,/0,NI? =1.3NP = 20.30 kN. (20)

Der Traglastbereich bei Verfestigung ist eine proportionale VergrofRerung des ideal plastischen
Traglastbereichs mit dem Streckgrenzenverhaltpje, = 1.3.

4.3 Einspielanalyse

Die Einspielanalyse fur konstantes Momet und variablen ZugV € [0, N,,..| fur unbe-
schrankt verfestigendes Material mit den freien Varialylen p — 7 = (v, v, y., yrz) " lautet:

max (6]
unter  Flaoy + oy +y] <o, in allen Punkten
Floy+y] <o in allen Punkten (21)

oy undo y sind nach (10) und (14) jeweils mit den Kraftéf, und N, im Gleichgewicht. Fur
eine beliebige Diskretisierung mitGaul3punkten und den Spannungen im Pynkt

oy = (0,0,0,79)", (22)
ol = (0,0,0n,0)", (23)
yoo= vy yi)T, (24)

lautet die Lagrangefunktion [2] zum Optimierungsproblem fur unbeschrankt verfestigendes
Material:

L=—a—=3Y X {05 — Flaoy + oy, + YZ]} —> Ay {05 — Floy, + yl}} (25)
=1 i=1

mit den Lagrange-Parametekpn! = 1, ..., 2n. Im Optimum gelten fur allé = 1,...,n die

Komplementaritatsbedingungen [2]:

0 = Ao {ai—F[aaé\;—FJZ}\/‘,—Fyi}} (26)
0 = Xy{o} = Flob, +y'}. (27)

Y
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Weiter gilt mit VL = 0 die Bedingung [2]:

0=—1+ iAM {2(aol + yh)ok — okyt — okyi} - (28)
Zusatzlich gelten mivV L = 0 folgende Bedingungen fur alie=1, ..., n:
0 = [hai1+ X |2 —vh —vi] = M sack (29)
0 = [haica+ ] [2v) —vi = vi] — Maiaaoy (30)
0 = [Agi—1+ Agil [2}’; -V - Yio] — 2\gi_1a0y (31)
0 = (6Agi_1+ 6X)(yy, +7) (32)

0.B.d.A. kann angenommen werden, dass im Optimum mindestens ein Gaufexisgitert,
fur den entwedeh,;_; > 0 oder),; > 0 gilt (ansonsten erreichte kein Punkt der Struktur die
Fliel3grenze). Dabei sind die folgenden Falle zu unterscheiden.

I) )\2j_1 =0, )\Qj > 0:

ii)

Aus Bedingung (29) und (30) folgt sofort = v sowie aus (29) und (31) analefy= yi.
Aus Bedingung (32) folgt), = —73. Bedingung (27) liefert dann einen Widerspruch.

)\Qj_l > 0, )\2]' =0:

Aus Bedingung (29) und (30) folgt sofoyf = y). Damit und mit Bedingung (31) folgt
ack +yl = yl. Aus Bedingung (32) folgti, = —7i. Mit Bedingung (26) folgt ein
Widerspruch.

)\Qj_l > 0, )\2]' > 0:

Aus Bedingung (32) folgyl, = —7I. Mit den Komplementaritatsbedingungen (26) und
(27) unda, o, > 0 folgt

_ vty — 2y
— o _

Q (33)
Eingesetzt in Bedingung (31) folgbo;,_1 — Xo][2y! — yvi — yi] = 0. Daraus folgt
A2j—1 = Xoj (@nsonsten folgt augy! — yi — yi = 0 mit den Bedingungen (29) und
(30) ein Widerspruch). Bedingung (30) liefert dayjn= yJe Weiter folgt aus Bedingung
(29) 2(yi — yi) = ao. Dies eingesetzt in Bedingung (27) ergibt schlieRlich fiir den
Einspielfaktor:

a= 2%. (34)
N

Daraus folgt, dal3 bei konstanter Momentenbelastung und zyklischer Zugbelastung fur unbe-
schrankt verfestigendes Material der Radius des Einspielbereichs doppelt so grof3 ist wie der
des elastischen Bereichs.

Dies widerspricht der analytisch berechneten Traglastgrenze, da der Einspielbereich demnach
aulRerhalb des Traglastbereichs liegt. Somit stimmen der Einspielbereich und der Traglastbe-
reich Uiberein. Die benutzten notwendigen Einspielkriterien sind nicht hinreichend, so dass auch
die Beschranktheit der totalen plastischen Dissipation und der Einfluss der Geometrieanderung
untersucht werden muss.
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4.4 Einspiel-Interaktionsdiagramm

Der Einspielbereich fur das vorgestellte FEM-Modell (Abb. 7) wurde mit der Basis-Reduktions-
Methode berechnet. Das Interaktionsdiagramm (Abb. 8) ist mit der reinen Einspiel-Zugbe-
lastungF,, = 15.62 KN und dem reinen Einspiel-Moment,, = 27.98 Nm fur ideal plasti-
sches Material mit, = 485 N/mm? normalisiert.
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Abbildung 7: Finite Element Modell
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Abbildung 8: Einspiel-Interaktionsdiagramm und experimentelle Daten, normalisiert mit
Einspiel-Zugbelastung,, und Einspiel-Momenf\/,, fir ideal plastisches Material
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Das Interaktionsdiagramm weist bei \Verfestigung einen deutlichen Sicherheitsgewinn ge-
genuber der ideal plastischen Einspielanalyse aus. Weitere Beispiele mit Verfestigung finden
sich fur andere Strukturen und thermische Belastung in [4].

4.5 \Versuchsauswertung

Im Falle von LCF und Ratchetting verschwinden die plastischen Dehnungsinkremente im Laufe
der Belastung nicht. Bei elastischem Einspielen werden die plastischen Dehrirfgenie
gegebene Last dagegen stationar, d.ht far co gilt

tlim gP(z,t) =0 furallex € V. (35)

Damit kein Versagen eintritt, muss die maximal mogliche lokale plastische Dissipationsenergie
zusatzlich fur alle Punkte beschrankt bleiben. In einer inkrementellen Nachrechnung lasst sich
erst nach sehr vielen Lastwechseln zwischen Ratchetting und Einspielen entscheiden. Neben
den damit verbundenen langen Rechenzeiten kdnnen Probleme mit der Akkumulation der nu-
merischen Fehler auftreten. Daher wurde aus der Stationaritatsbedingustgifiaf17] zur
Verkirzung der Rechenzeiten ein einfaches Kriterium fur elastisches Einspielen abgeleitet, das
sich auch zur Versuchsauswertung anbietet [7]#2SB& Nummer des Lastzyklus ugé(n) das
plastische Dehnungsinkrement im Lastzykiusn schwachsten Punkt der Struktur. Spielt die
Struktur ein, so muss die Akkumulation der plastischen Dehnungsinkremente in diesem Punkt
beschrankt bleiben, d.h. es gibt eine Konstarntat

o0

> €7 (n)| < c. (36)

n=1

Mit der axialen Dehnung? und dem Scherwinke}? = 2¢j, sind die effektiven plastischen
Dehnungsinkremente durch

e R @)

gegeben. Den Scherwinkel berechnet man bei der einfachen Kinematik des drehsymmetrischen
Querschnittes aus dem Verdrehwinkeduf der Langd. zu

1y =r. (38)

Daraus erhalt man die plastischen Inkremeyitavenn man die Differenzen zu jeweils densel-
ben Lasten bildet und sich die elastischen und plastischen Dehnungen additiv zerlegen, wie in
der klassischen, geometrisch linearen Plastizitatstheorie angenommen=dsh + £7).

Die einfachste Bedingung fiir die Konvergenz dieser Summe als verallgemeinerte harmonische
Reihe lautete?(n)| < an® mit s < —1. Dies bedeutet, dass in einem doppelt-logarithmischen
Diagramm der plastischen Dehnungen Uber den Lastzyklen im Fall von LCF oder Ratchetting
die Steigung groRer als= —1 sein muss. Die gemessenen plastischen Dehnungsinkremente
wurden mittels der Kleinste-Fehler-Quadrat-Methode extrapoliert. Die besten Schatzungen fur
s sind in Tab. 4 dargestellt.
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Tabelle 4: Ergebnisse der vereinfachten Analyse

Test Nr. 1 2 3 4 5 6 7 82 9 10
5 -398 -082 -142 -2119 -1.10 -141 -121 -0.65 -1.71 -1.12

2 AnfanglicheUberlastung, so dass die Dehnungen reduziert werden miissen.

Nach einem ersten optischen Eindruck wird man von Abb. 4 Ratchetting in Experiment 2 er-
warten und von Abb. 5 Einspielen in Experiment 4. An den Wertenssemn die Konvergenz

von (36) sicherer abgelesen werden. Die Belastungen 1, 3, 4, 6, 9 und mit Einschrankung 5, 10
(eventuell ist im Vorversuch bei Experiment 10 ein zu grof3er Verdrehwinkel aufgetreten) liegen
im Einspielbereich, weil die plastischen Dehnungen nach dem Majorantenkriterium beschrankt
sind. Dagegen ist bei den Belastungen 2 und 8 mit Ratchetting zu rechnen, weil die plastischen
Dehnungen divergieren, d.h. unbeschrankt anwachsen. Im Rahmen der experimentellen Un-
sicherheiten entspricht dies dem Interaktionsdiagramm in Abb. 8, obwohl es nur geometrisch
linear berechnet wurde.

5 Zusammenfassung

Traglast- und Einspielanalysen sind vereinfachte doch exakte Verfahren der klassischen Plasti-
zitatstheorie, die neben ausreichender Verformbarkeit keine einschrankenden Voraussetzungen
beinhalten. Die Vereinfachungen betreffen die Beschaffung der Daten und Modelle fir De-
tails der Lastgeschichte und des Stoffverhaltens. Eine FEM-basierte Traglast- und Einspiel-
analyse fur ideal plastisches Material wurde auf ein kinematisch verfestigendes Materialgesetz
erweitert und in das Finite Element Programm PERMAS implementiert. In einem einfachen
Zug-Torsionsexperiment wurde eine Hohlprobe mit konstanter Torsion und zyklischer Zugbe-
lastung beansprucht, um die neue Implementierung zu verifizieren. Es konnte gezeigt werden,
dass die Einspielanalyse gut mit den experimentellen Ergebnissen ubereinstimmt. Bei Verfesti-
gung lassen sich wesentlich groRere Sicherheiten nachweisen. Dieses Potential bedarf weiterer
experimenteller Absicherung. Parallel dazu ist die Eisnpieltheorie auf fortschrittliche Verfesti-
gungsanatze zu erweitern.
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